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Let a be an integer #O and 3, let h be a root of the polynomial 
A’-(a+1)X2+(a-2)X+1,andletHbearootofX2-aaX-1. 
The extension K= Q(H, h) is a real cyclic field of degree 6. If  a2 + 4 and a2 - a + 7 
are square free, and if Ial is large enough, it is shown that the group of units of K is 
generated by H-h and its conjugates. These lields have the following property: 
there is an elliptic curve E and a point A of order 13 defined on K such that the 
value of the modular function 136(135)/A(5) is an integer; H-h is constructed with 
quotients (x(iA)-.u(rA))/(x(iA)-x(sA)). where x is a function of order 2 on E 
with a double pole in 0. (-’ 1989 Academic Press. Inc. 
Si a est un entier non nul et 23, on note h l’une des racines du polynBme 
X3-(a+l)X’+(a-2)X+l,et Hl’unedesracinesdeX’-aX-l.L’extension 
K = Q( H, h) est un corps cyclique reel de degrt 6. Si a2 + 4 et a* - a + 7 sont sans 
facteurs car& et Ial assez grand, on montre que le groupe des unites de K est 
engendre par H-h et ses conjugues. Ces corps ont la propriete suivante: il existe 
une courbe elliptique E et un point A d’ordre 13, defmis sur K, tels que la fonction 
modulaire 134(135)/d(r) prenne une valeur entiere en (E, A). L’uniti H-h 
s’exprime alors avec des produits (x(iA) -x(rA))/(x(iA)-x(sA)) oli x est une 
fonction de degre 2 sur E avec pBle double en 0. ‘(;, 1989 Academbc Press. Inc. 
Les points d’ordre lini de certaines courbes elliptiques permettent de 
construire des unit& dans des corps de nombres. Si E dbsigne une courbe 
elliptique d’invariant j munie d’un point A d’ordre N, Kubert [2] d&hit 
des unit&s de l’anneau Z[j]. Mestre [S] utilise ces unites pour montrer que 
certains corps de nombres sont euclidiens. Dans ce travail nous fixons 
N= 13; le genre de X0( 13) et les propriktk de X,( 13) permettent de 
construire une famille de corps de degrk 6 et des unitis gtnkratrices. 
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Les groupes 
operent sur le demi-plan de Poincare. Par passage au quotient, on obtient 
les deux courbes affines, definies sur CI, qu’on note Y,,( 13) et Y,( 13). Si K 
est un sous-corps de C, de cloture algtbrique $ l’ensemble Y,(13)(K) 
(resp. Y,(13)(K)) des points de Y,(13) (resp. Y,(13)) a valeurs dans K est 
en bijection avec les classes d’isomorphisme (sur K) des couples form& 
d’une courbe elliptique E definie sur K et d’un sous-groupe cyclique d’ordre 
13, stable par l’action de Gal(K/K) (resp. un point A d’ordre 13 delini 
sur K). 
La courbe X1( 13), de genre 2, est la compactification de Y,( 13), obtenue 
en ajoutant les 12 pointes qu’on peut rep&enter par les couples suivants: 
p, P? p3 p4 p5 P6 
La courbe X,,( 13), compactification de YO( 13) est de genre 0. Les 6 pointes 
P, de X,( 13) sont au-dessus de la pointe 0 de X0( 13), tandis que les 6 
autres Qi sont au-dessus de la pointe infinie de X,(13). 
Le groupe de Galois G du revCtement .X,( 13) -+ X0( 13) est isomorphe a 
(Z/132)*/+ 1. On notera T l’automorphisme de X,(13) qui, au couple 
(15, A), associe le couple (E,2A), il est d’ordre 6 et engendre G. L’in- 
volution d’Atkin Lehner sera notee w,~. L’action de T et de w13 sur les 
pointes est la suivante: 
Les quotients de X,(13) par T3 et T2 sont de genre 0. 
DETERMINATION D'UN MODBLE DE X,( 13) 
Des equations de X,(13) ont deja ttt dtterminees ([S]. [6]). Nous 
donnons ici une methode avec les fonctions modulaires, qui n’utilise pas 
explicitement les formules d’addition des courbes elliptiques. 
On notera a, a, . . . a6 le diviseur a,P, +a,P,+ ... +a,P,. 
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Si x,., dbigne q(r/13; z)-‘@(s/13; T), oti ‘$I est la fonction de 
Weierstrass, on pose 
f = x1,2/x,.3 g = x1.2/x,.5. 
On remarque que f-l=x,,,/x,,,, g-l=xx,2/x,,s et g-f= 
(x&x1, 2) .f. g. Les diviseurs de ces fonctions ont ktk calcults par Ogg 
[6, p. 2241 et donnent le tableau suivant: 
(j-)=0 0 0 3 1 -4 
(g)=O 0 1 0 2 -3 
(f-1)=1 2 1 0 0 -4 
(g-l)=1 1 0 1 0 -3 
(f-g)=2 1 0 0 1 -4 
Un Cquation de la courbe est obtenue en remarquant que le determinant 
formk par les 5 premikres colonnes est nul et en utilisant un dkveloppement 
en q de ces fonctions A la pointe infinie (A). 
Cette construction donne: 
dg- l)‘=f(f- l)(f- g). 
Les deux fonctions H et h invariantes respectivement par T2 et T3 sont 
dkfinies par: 
H=gg(T2glT4 
h=l-fflT3. 
Leurs diviseurs sont: 
(h)=O 1 1 -1 0 -1 
(H)=l -1 1 1 -1 -1. 
Les diviseurs des fonctions l/H, (h - 1)/h, l/(h - 1) et leurs valeurs A la 
pointe Ql permettent d’kcrire H 1 T= - l/H, h 1 T= (h - 1)/h, h 1 T2 = 
- l/(h - 1) et 
H+HIT=h+hIT+hlT’-1. 
On peut done prendre aussi comme tquation de X,( 13): 
H2h(h-l)+H(-h3+h2+2h-l)-h’+h=O. 
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En comparant les diviseurs des fonctions g 1 T2, f 1 T2 et f 1 T3 et ceux de 
f, g, ..*, on obtient 
,Jg-l)Mg-1)+1-f) 
(f- 1 )(f- 8) 
h=(f-l)l(g- 1). 
UNIT& MODULAIRES 
Notons a la fonction h + h 1 T+ h 1 T2 - 1. Cette fonction a des poles 
simples aux six pointes rationnelles et est stable par T, elle prend la valeur 
3 aux pointes Qi. 
En considerant le diviseur de la fonction a - 3, on peut Ccrire l’action de 
w,~ sur cette fonction, soit a - 3 1 w13 = k/(a - 3) oti k est une constante. 
Pour determiner cette constante, on utilise les points fixes de T2. 
11s correspondent A h=-r et h=-r2 (r3=1) et on trouve 
k = (3r + 4)(3r2 + 4) = 13. La fonction modulaire x = (d( 13t)/d(t))“12 = 
q n;=, (1 - q’3”)2/(1 - q”)2 v&he XI w13 = 13/x. On a done la relation 
a-3= f13x. 
D’apres les formules liant H, h et a, il est clair que H et h sont des unites 
de la cloture integrale de Z[a]. Toutefois nous demontrons la proposition 
suivante qui Clargit un resultat de Kubert et Lang ([2, Th. 1,2, 31, la 
fonction j invariant modulaire remplacant la function a). 
PROPOSITION 1. Si r, r’, s et s’ sont des entiers tels que r & +r’ et 
s & f s’ mod 13, alors les fonctions 
((P(d13; 7) - Wr’Il3; r))/(%W/l3; T) - Ws’/l3; 7)) 
sont des unit&s de la clbre intigrale de lhnneau Z[a]. 
Dkmonstration. Appelons f,,, ces fonctions et considerons le polynome 
R(X) = n;= 0 (X- fr,, 1 T’). Ses coefficients sk sont des formes modulaires 
sur X0( 13) dont les poles ne sont situ& qu’a la pointe 0 de X0( 13). Puisque 
X0( 13) est de genre 0, ces coefficients sont des polynbmes en a. De plus ils 
ont un developpement dans Z[,U~~] [[q]]. Le developpement de Q - 3 1 wi3 
est de la forme f l/q + a, + a,q+ . . . . Les fonctions Sk1 wi3 sont done des 
polynomes en a - 3 I w13 a coefficients dans Z[&. Les fonctions Sk sont 
done entiers sur Z[a]; il en est de m&me pour l’inverse de fr.,. 
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UNIT& DE CORPS DE NOMBRES 
Si a prend une valeur entiere #O et 23, alors les fonctions H et h 
prennent leurs valeurs darts un corps de degre 6 note K, difini par les 
racines des polynomes: 
X’-ax-1 et X3-((a+l)X*+(a-2)X+l. 
L’extension K est abelienne cyclique totalement reelle. A cette valeur de a 
correspond un point de X0( 13)(Q), c’est-a-dire une courbe elliptique F 
dtlinie sur Q et un cycle d’ordre 13 stable par Gal(&P/Q). Le point de 
X,( 13) au-dessus de ce point correspond a une courbe elliptique E definie 
sur K et a un point A d’ordre 13 dtfini sur K. Les courbes E et F sont 
isomorphes sur la cloture algebrique de Q. D’apres la proposition 1, H et h 
sontdesunitCsdeK.Ilenestdem&medeh-l,f,g,f-l,g-letf-g. 
Des relations liant H et h et g, on deduit l’egalitt: H- h = -H/z/( g - 1). 
On obtient ainsi une unite de K que nous noterons U. 
Le diviseur de la fonction correspondante (notee aussi U) de X1( 13) est 
0 -1 2 -1 -1 1. 
Les diviseurs des 5 fonctions u 1 T’ (0 6 i < 4) forment un tableau, et les 
determinants 5 x 5 extraits de ce tableau sont egaux a ) 19. C’est l’ordre du 
groupe engendre par les pointes rationnelles dans la jacobienne de X1( 13). 
Ces cinq fonctions, ainsi que les constantes, engendrent le groupe G des 
fonctions de X,( 13) dont le support des diviseurs est forme des pointes 
rationnelles. 
Le groupe de Galois de K sur Q a la mCme action que l’endomorphisme 
T. Si d designe une fonction, on notera pour simplifier d’ et d” les valeurs 
dedlTetdlT”. 
PROPRI~T~S DU CORPS K 
Les discriminants des anneaux Z[H] et Z[h] sont respectivement 
d=u*+4 et 0*=(u*--a+)* (D>O). De l’identite -13=d(a+2)- 
D(u + 3) on dtduit que d et D sont premiers entre eux sauf si a E 3 mod 13. 
Dans ce dernier cas d et D ont comme PGCD 13. Dans toute la suite nous 
ferons l’hypothbe supplementaire que d et D n’ont pas de facteurs car&. 
Les trois propositions suivantes represennent les rtsultats de [3]. 
PROPOSITION 2. Si a & 3 mod 13, ulors l’unneuu des entiers de K est Pgal 
ti Z[h, H]. Si a = 3 mod 13, les tliments de l’unneuu des entiers de K sont de 
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laforme: ((ao+a,h+a2h2)+(b,+b,h+b2h2) d”*/l3)/2, otipour i=O, 1,2 
(ai + bid”*)/2 est un entier de Q(H). 
Preuve. Les hypotheses sur D et d entrainent que les anneaux d’entiers 
des sous-corps de degre 3 et 2 sont respectivement Z[h] et Z(H) [ 11. Si 
(0, d) = 1, l’anneau des entiers de K est egal a Z [h, H]. (Lang, Algebraic 
Number Theory, Addison-Wesley (1970) prop. 17, p. 68). 
Si (D, d) = 13, la demonstration est analogue a celle du theoreme 1 de 
[I3, P. 131. 
Notons U, U,, U, les groupes des unites de K et des sous-corps de degrt 
2 et 3, Nz et N, les normes de K sur les corps de degre 2 et 3, U, le groupe 
des unites relatives (N2( U,) = { f 1 }, N3( U,) = { f 1 }). Les entiers D et d 
etant saris facteurs car&, h et h - 1 engendrent le groupe U, [ 11, et H 
engendre U,/+ 1. D’autre part on a N3(#)= h/(/r- 1) et N,(u)= -IX 
Entin U designera le groupe engendre par u, ses conjugues et - 1. 
PROPOSITION 3. Si U, est contenu dans U, alors U = U. 
Dkmonstration. Puisque U3 et U, sont engendrts par les normes des 
elements de U et - 1, d’apres [3, p. 173, U est engendre par - 1, H, h, u 
(ainsi que leurs conjugues) et U,. Done si U, est contenu dans U, alors U 
est Cgal a U. 
DETERMINATION DES GROUPES U ET U, 
Le sous-groupe G, de G des fonctions m qui vtritient rn. m 1 T3 = 
constante et rn.rnl T*.rnl T4=constante est engendre par m= 
cnf=, (uIT~-‘)~~, od a,+a,-a3=0, a,+a,-a3=0, a,+a,+a,-a4- 
a, = 0 et c = constante. Si s designe la fonction correspondant a a, = 1, 
a2 = 1 et c = 1, alors s, ainsi que s ( T = s’ et les constantes, engendrent le 
groupe G,. Notons enfin les diviseurs de ces deux fonctions 
-2 -5 5 -3 2 3 
-5 -3 3 2 5-2 
Toute fonction de ce groupe a au moins un p61e d’ordre 25 car 
Sup( la, - 3a, (, ( -7a, + 2a, 1, )5a, - 9a, I) > 5. En specialisant les fonctions 
avec c = 1 en un point oti a est entier, on obtient certaines unites de U,. En 
fonction de H et h on a 
H-h HI-h’ 
SC- -. 
HI-h’ H-h’ 
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On d&it 
A4(b)=[$0(h[T’)2]/6 pour tour b de K, 
PROPOSITION 4. Pour tout e # + 1 de U, on a I’inPgalitP: 
Si (D, d)= 1 M(e)>(Dd+d/2)/9+1 
Si (D, d)= 13 M(e) 2 (Dd/13 + d/2)/9 + 1. 
Preuve. On utilise le theoreme 10 p. 24 de [3]. 
TH~OR~ME. I1 existe une constante C telle que si Ial > C, et si D et d sont 
suns facteurs carrks, alors le groupe des unit&s de K = Q(H, h) est engendrP 
par - 1, u = H - h et ses conjuguks. 
DPmonstration. Le groupe U,, de rang 2, est engendre par v et v’. 
L’unitt s est de la forme s = vLutN. 
En utilisant les proprietes de U, on a v L2 + N2 + LN = sNsfL. Nous appli- 
querons les resultats de Maki [3]: les generateurs de UR verifient l’egalite 
M(v’) =M(v)= Min{M(e); eE U,- { + l}}. Compte tenu de la 
proposition 4 on a alors [3, p. 301, 
O<L,N<logM(s)/log((d.D/(D,d)+d/2)/9+ 1). 
La fonction s n’a qu’un seul pole d’ordre 5; 6 . M(s) sera un polynome de 
degre 10 en a, a coefficients dans Z. 
Lorsque a tend vers l’intini, le majorant de L et N tend vers 10/4. Les 
entiers L et N ne peuvent prendre alors que les trois valeurs 0, 1 ou 2. Les 
couples (L = 0, N= 2) et (2,O) sont exclus car u et u’ ne seraient pas 
generateurs. Le cas (1, 1) entraine que s. s’ est un cube, ce qui n’est pas 
vrai; s n&ant pas un car& le cas (2,2) est exclu. Les seuls cas possibles 
sont L= 1, N=2 ou N=l, L=2. L’entier L’+N’+L.N prend alors la 
valeur 7. 
Si L = 1 et N = 2, le diviseur de la fonction s2s14 vaut 
-24 -22 22 2 24 -2. 
M(ss’~) est alors un polynome en a de degre 24. 
Si L = 2 et N = 1, le diviseur de la fonction s~s’~ vaut 
-18 -26 26 -8 18 8. 
M(s*s’) est un polynbme en a de degre 26. En utilisant [3, p. 231 l’inegalite 
M(u’) > (M(v))‘> ((d. D/(D, d) + d/2)/9 + l)‘, on peut entin conclure: le 
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terme de droite est un polynome de degre 28 en a, M(v’) est un polynome 
de degre 24 ou 26 en a. Pour Ial assez grand ces deux possibilitts n’ont pas 
lieu. 
MAJORATIONS DE C 
PROPOSITION 5. Si D et d sont saris facteurs car&s les conclusions du 
thtoreme prtktdent sont vraies si les conditions suivantes sont vkr@es: 
Si (D, d) = 1, a< -2247oua>893 
Si (D, d) = 13, la1 > 71 . 105. 
DPmonstration. On utilise les polynomes M(s), M(ss’~), M(s’s’). 
6 .M(s) = alo -2~’ + 25a*--34a’ + 231a6--2OOa’ + 998a4-468a3 + 
2032a2 - 336a + 1574. On constate que les coefficients des termes de degre 
pair de ces trois polynbmes sont positifs, tandis que ceux de degrt impair 
sont negatifs. L’etude de ces coeffkients donne les rtsultats suivants: Pour 
a> 17 on a 
M(d2) < (uz4 - 2~2~~ + 5&P)/6; M(s2s’) < (d6 - 8az5 + 92a24)/6 
Si (D, d) = 1 et a > 31, alors on a log M(ss’*)/log M(o) < 7 
a > 893, log M(s2s’)/log M(u) < 7 
a> 14, log M(s)jlog((D .d+ d/2)/9 + 1) < 3. 
Si (D, d) = 13 et a > 2665, log M(ss’2)/log M(u) < 7 
a>71.105, log M(A’)/log M(u) < 7 
a>518, log M(s)/log((D ‘d/l3 + d/2)/9 + 1) < 3. 
Pour a < 0 on a les majorations suivantes: 
M(ss’*) < (-a + 2, 4)24/6; M(s%‘) < (--a + 2, 2)26/6 
Si (D, d) = 1 et n < - 57, alors on a log M(ss’*)/log M(u) < 7 
a < - 2247, log M(s*s’)/log M(u) < 7 
a< -11, log M(s)/Iog( (D d + d/2)/9 + 1) < 3. 
Si (D, d) = 13 et a < -4157, log M(sP)/log M(u) < 7 
a< -71.105, log M(A’)/log M(o) < 7 
a< -524, log M(s)/‘log((D ‘d/l3 + d/2)/9 + 1) < 3. 
En tenant compte des inegalites ci-dessus, notons aussi ce resultat: Si D et 
d sont premiers entre eux et saris facteurs carres, et si [al > 17, alors l’indice 
de (s, s’ ) dans U, est &gal a 1 ou a 7. 
Si les hypotheses du thioreme sont verifiees, le rtgulateur de K est Cgal a 
49 . log a5 - 112 . log a”/a + o(log a”/a). Rappelons que le discriminant de K 
est egal a D4. d3. 
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hOPRIbT& DE LA COURBE ELLIPTIQUE A&SO&E d, K 
Si E est une courbe elliptique d%nie sur K, et A un point rationnel sur K 
d’ordre 13, la courbe admet un mod&le plan d’Cquation 
Y2+a, XY+u,Y=X3+uJ2. 
Le point A correspond A l’origine du plan, la tangente en A est l’axe des 
abscisses. Les points 2A, 3A, 4A ont comme abscisses -a*, 1 -a, et 
-az( 1 -a, + u2)/( 1 -a,)‘; 1’ordonnCe de 2A est -a,(1 -a,). On en dkduit 
que f=u2/(ul--l), puis que -g.(fIT*--)=(a,-l)*/(l-~,+a,). Le 
calcul montre que 
u,=~-~(~~T~-~)(~-~)=~+uu~T~/(u(T(u~T~)~uJT~) 
= 1 -wyh- l)‘yH-h)(Hh-h+ l)(h+H(h- I))-’ 
x(h- 1 -H)-3(H(h- l)+ 1)-l 
a,= -u(uI T4)*/(uI T(ul T’)‘) 
Si xi dCsigne l’abscisse de iA, montrons que le produit e = nF= 1 (xi - xzi) 
est une unit6 de K. 11 sufIit d’kcrire que 
x2,+1-x2,+2= gl T’+‘[(l -fl T’),‘j-1 Ti](xZfi-rzr+i) 
et que 
q-x, = -u* 
De l’tgalitb des diviseurs des formes modulaires, on dCduit 1’Cgalitt 
nf= 1 (q(i/13; z) - ‘p(2i/13; z)) = ~(A(r)‘~//4(132))“‘~ = f 13~ d(z)/(u - 3). 
c est une constante que l’on peut dCterminer en dtveloppant en q ces 
formes: le calcul montre que c = l/13. 
L’Cquation de Weierstrass et 1’Cquation ci-dessus sont likes: il existe une 
constante r telle que r2(xi- xzi) = ‘p(i/13; z) - ‘$3(2i/13; 5). Le discriminant 
de E sera done kgal A +e(u - 3). En utilisant les risultats de Fricke [4] on 
peut prkciser l’invariant modulaire de E: 
j(u) = (a* - a + 7)(a4 - 5a3 + llu2 - 20~ + 16)3/(u - 3). 
On a aussi l’tgalitC 
j(u) - 1728 = (a2 + 4)(u6 - 8u5 + 31u4 - 84u3 + 149~~ - 154a + 92)2/(u - 3). 
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A l’aide de la courbe E, retrouvons les propriktbs de ramification de l’exten- 
sion K. Si p est un nombre premier qui se ramifie dans Q(h) et qui ne divise 
pas a - 3, alors E a bonne Gduction en p. Si s,, dbigne un tlkment du 
groupe d’inertie de P avec P divisant p, sp correspond ZI T2 ou T4. Sur la 
courbe rkduite l’endomorphisme T* est done un isomorphisme. La courbe 
rtduite correspond & un point fixe de T*. p divise done a* -a + 7 car cette 
fonction s’annule aux points fixes de T’. Inversement si p # 13 divise 
a’--+7, alors p ne divise pas a--3= -(a*-a+7)+(a2+4). En 
considkrant la courbe rkduite, on e;l dtduit que h 1 T* = h mod P. Si 
l’anneau des entiers de Q(h) est Z[h], alors le sous-groupe d’inertie n’est 
pas rkduit i l’identitk. 
Une dimonstration analogue peut-&tre faite pour Q(H). 
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